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Ââåäåíèå
Â áàçîâîé íîìèíàöèè Îäèííàäöàòîé Èíòåðíåò-îëèìïèàäû ñåçîíà 2006-2007 ó÷àñòíèêàì áûëî

ïðåäëîæåíî äëÿ ðåøåíèÿ 8 çàäà÷. Â îëèìïèàäå ïðèíÿëî ó÷àñòèå 55 êîìàíä, èç íèõ 50 ðåøèëè õîòÿ
áû îäíó çàäà÷ó.

Íàèáîëåå ïðîñòîé îêàçàëàñü çàäà÷à ¾F. Ñðàâíåíèå äðîáåé¿ � åå ðåøèëè 50 êîìàíä. Íàèáîëåå
ñëîæíûìè � çàäà÷è ¾B. Àâòîñïîðò¿ è ¾G. Òðè ïîðîñåíêà¿ � èõ íå ðåøèëà íè îäíà êîìàíäà.

Óñëîâèÿ çàäà÷, ðåçóëüòàòû îëèìïèàäû, òåñòû è ðåøåíèÿ æþðè ìîæíî íàéòè íà ñàéòå
èíòåðíåò-îëèìïèàä http://neerc.ifmo.ru/school/io.

Çàäà÷à A. Çàäà÷à î íàçíà÷åíèÿõ
Ïðè îãðàíè÷åíèÿõ, äàííûõ â óñëîâèè çàäà÷è (N ≤ 10), åå âîçìîæíî ðåøàòü ïîëíûì ïåðåáîðîì

âñåõ âàðèàíòîâ. Ðàññìîòðèì ïåðåñòàíîâêó � óïîðÿäî÷åííûé íàáîð ðàçëè÷íûõ öåëûõ ÷èñåë îò 1 äî
N . Êàæäîé ïåðåñòàíîâêå îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðàÿ ñõåìà íàçíà÷åíèÿ ðàáîò ðàáî÷èì. À
èìåííî, íàçíà÷èì i-òîìó ðàáî÷åìó ðàáîòó ñ íîìåðîì Pi, ãäå Pi � i-òûé ýëåìåíò ïåðåñòàíîâêè.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íåîáõîäèìî ïåðåáðàòü âñå âîçìîæíûå ïåðåñòàíîâêè ÷èñåë 1 . . . N , äëÿ êàæ-
äîé òàêîé ïåðåñòàíîâêè P ïîñ÷èòàòü ñòîèìîñòü íàçíà÷åíèÿ è âûâåñòè â âûõîäíîé ôàéë ìèíèìàëü-
íóþ èç íèõ. Ñòîèìîñòü íàçíà÷åíèÿ ñ÷èòàåòñÿ òàê:

CP =
N∑

i=1

Ci,P [i]

Äëÿ òàêîãî ðåøåíèÿ ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ñïîñîáîâ ðåàëèçàöèè. Ïðèâåäåì äâà èç íèõ.
Ïåðâûé ñïîñîá ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåò ãåíåðàöèþ ñëåäóþùåé ïåðåñòàíîâêè.
Ïóñòü çíà÷åíèÿ Cij õðàíÿòñÿ â äâóìåðíîì ìàññèâå C, à òåêóùàÿ ïåðåñòàíîâêà õðàíèòñÿ â îä-

íîìåðíîì ìàññèâå P. Òàêæå ïóñòü ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ nextPermutation(K), êîòîðàÿ ïî òåêóùåé
ïåðåñòàíîâêå äëèíîé K â ìàññèâå P ñòðîèò ñëåäóþùóþ â íåêîòîðîì ïîðÿäêå ïåðåñòàíîâêó è çà-
ïèñûâàåò åå â ýòîò æå ìàññèâ P. Ýòà ôóíêöèÿ áóäåò âîçâðàùàòü true, åñëè åé óäàëîñü ïîñòðîèòü
ñëåäóþùóþ ïåðåñòàíîâêó, è false, åñëè äàííàÿ ïåðåñòàíîâêà áûëà ïîñëåäíåé.

Êðîìå òîãî, â ïåðåìåííîé best áóäåì õðàíèòü íàèìåíüøóþ äîñòèãíóòóþ ñòîèìîñòü íàçíà÷åíèÿ,
à â ïåðåìåííîé current � òåêóùóþ ñòîèìîñòü íàçíà÷åíèÿ. Òîãäà îñíîâíîé ôðàãìåíò ïðîãðàììû
áóäåò âûãëÿäåòü, íàïðèìåð, òàê:
for i := 1 to N do begin

P[ i ] : = i ;
end ;
repeat

cur r ent := 0 ;
for i := 1 to N do begin

cur rent := cur rent + C[ i ] [ P [ i ] ] ;
end ;
i f cur r ent < best then begin

best := cur rent ;
end ;

until not nextPermutation (N) ;
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Ñàìó ïðîöåäóðó nextPermutation ìîæíî îðãàíèçîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Óñëîâèìñÿ, ÷òî ìû
áóäåì ïåðåáèðàòü ïåðåñòàíîâêè â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå, òî åñòü, êàæäàÿ ñëåäóþùàÿ ïåðå-
ñòàíîâêà áóäåò ëåêñèêîãðàôè÷åñêè áîëüøå ïðåäûäóùåé. Ýòî íå îáÿçàòåëüíî ïðè ðåøåíèè äàííîé
çàäà÷è, íî ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûì ïðè ðåøåíèè äðóãèõ çàäà÷.

Ðàññìîòðèì òåêóùóþ ïåðåñòàíîâêó P . Â ýòîé ïåðåñòàíîâêå íåñêîëüêî ïîñëåäíèõ ýëåìåíòîâ èäóò
â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ. Åñëè ðàññìîòðåòü ýòè ýëåìåíòû, òî ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ñëåäóþùåé â óêà-
çàííîì ñìûñëå ïåðåñòàíîâêè íåâîçìîæíî äîáèòüñÿ, ïåðåñòàâëÿÿ êàêèì-ëèáî îáðàçîì òîëüêî ýòè
ýëåìåíòû. Ïóñòü ðàññìàòðèâàåìûå ýëåìåíòû èìåþò íîìåðà Pk, Pk+1 . . . PN .

Åñëè k = 1, òî íå ñóùåñòâóåò ïåðåñòàíîâêè, ëåêñèêîãðàôè÷åñêè áîëüøåé ÷åì òåêóùàÿ, ïîýòîìó
ôóíêöèÿ äîëæíà âåðíóòü false.

Èíà÷å, ñðåäè ýëåìåíòîâ Pk . . . PN ñóùåñòâóåò ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò, ïðåâîñõîäÿùèé Pk−1. Ïóñòü
îí èìååò íîìåð m. Ïåðåñòàâèì ýëåìåíòû Pk−1 è Pm ìåñòàìè. Çàìåòèì, ÷òî ïåðâûå k − 1 ýëåìåí-
òîâ èñêîìîé ïåðåñòàíîâêè ñîîòâåòñòâóþò ýëåìåíòàì P1 . . . Pk−1. Îñòàåòñÿ îòñîðòèðîâàòü ýëåìåíòû
Pk . . . PN â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ, ÷òîáû ïîëó÷èòü èñêîìóþ ïåðåñòàíîâêó.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî â äàííûé ìîìåíò îíè ðàñïîëîæåíû â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ, è ÷òîáû
îòñîðòèðîâàòü èõ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ, äîñòàòî÷íî ïåðåâåðíóòü ýòó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Ïîñëå çàâåðøåíèÿ âûøåïåðå÷èñëåííûõ îïåðàöèé âåðíåì true.
Ïðèâåäåì òåêñò ðåàëèçàöèè ïðîöåäóðû nextPermutation:

function nextPermutation (N: integer ) : boolean ;
var

i , j , k , t : integer ;
begin

i := N;
while ( i > 1) and (P[ i − 1] > P[ i ] ) do begin

dec ( i ) ;
end ;
i f i = 1 then begin

r e s u l t := fa l se ;
end else begin

k := i ;
for j := i + 1 to N do begin

i f (P[ j ] > P[ i − 1 ] ) and (P[ j ] < P[ k ] ) then begin
k := j ;

end ;
end ;
t := P[ i − 1 ] ;
P [ i − 1 ] := P[ k ] ;
P [ k ] : = t ;

j := N;
while i < j do begin

t := P[ i ] ;
P [ i ] : = P[ j ] ;
P [ j ] : = t ;
inc ( i ) ;
dec ( j ) ;

end ;
r e s u l t := true ;

end ;
end ;

Îòìåòèì, ÷òî â ñòàíäàðòíîé áèáëèîòåêå ÿçûêà C++ ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ next_permutation, âû-
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ïîëíÿþùàÿ âûøåîïèñàííûå äåéñòâèÿ.
Âòîðîé ñïîñîá ïåðåáèðàåò ïåðåñòàíîâêè ðåêóðñèâíî.
Çàâåäåì ìàññèâ W ëîãè÷åñêèõ âåëè÷èí. W[i] = true òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â ïîñòðîåííîé

÷àñòè ïåðåñòàíîâêè ñîäåðæèòñÿ ÷èñëî i. Íàïèøåì ðåêóðñèâíóþ ïðîöåäóðó go(m, k), â êîòîðîé m �
ýòî äëèíà ïîñòðîåííîé ïåðåñòàíîâêè, à k � ýòî ñòîèìîñòü íàçíà÷åíèÿ äëÿ ïîñòðîåííîé ÷àñòè ïåðå-
ñòàíîâêè. Ïðîöåäóðà ïûòàåòñÿ äîáàâèòü ê ïåðåñòàíîâêå â êîíåö âñå âîçìîæíûå ÷èñëà è âûçûâàåò
ñàìà ñåáÿ.
procedure go (m, k : integer ) ;
var

i : integer ;
begin

i f m = N then begin
i f best > k then begin

best := k ;
end ;

end else begin
for i := 1 to N do begin

i f not W[ i ] then begin
W[ i ] : = true ;
go (m + 1 , k + C[m + 1 ] [ i ] ) ;
W[ i ] : = fa l se ;

end ;
end ;

end ;
end ;

×òîáû ïåðåáðàòü âñå ïåðåñòàíîâêè, íóæíî ñäåëàòü âûçîâ go(0, 0).
Âòîðîé ñïîñîá íåñêîëüêî ïðîùå äëÿ ïîíèìàíèÿ è íàïèñàíèÿ, ÷åì ïåðâûé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îí

ìåíåå óíèâåðñàëåí, ïîñêîëüêó ïåðâûé ñïîñîá ïîçâîëÿåò, íàïðèìåð, ïåðåáðàòü íåñêîëüêî ïåðåñòàíî-
âîê, íà÷èíàÿ ñ äàííîé, â òî âðåìÿ êàê âòîðîé ñïîñîá ìåíåå ¾óïðàâëÿåì¿ â ýòîì îòíîøåíèè.

Îòìåòèì îñîáî òî, ÷òî ýòà çàäà÷à èìååò ðåøåíèå, íå ñâîäÿùååñÿ ê ïîëíîìó ïåðåáîðó âñåõ âîçìîæ-
íûõ âàðèàíòîâ. Äàííóþ çàäà÷ó ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ïîèñê ìèíèìàëüíîãî ïî âåñó ïîëíîãî
ïàðîñî÷åòàíèÿ â ïîëíîì äâóäîëüíîì ãðàôå, åñëè âñåõ ðàáî÷èõ ïîìåñòèòü â ëåâóþ äîëþ ãðàôà, âñå
ðàáîòû � â ïðàâóþ, à âåñîì ðåáðà ìåæäó ðàáî÷èì i è ðàáîòîé j íàçíà÷èòü âåëè÷èíó Cij . Ïðî÷èòàòü
î ïîäîáíûõ àëãîðèòìàõ ìîæíî â [2].

Çàäà÷à B. Àâòîñïîðò
Áóäåì ñíà÷àëà ïûòàòüñÿ ðåøàòü ýòó çàäà÷ó ïðÿìûì ìîäåëèðîâàíèåì. À èìåííî, áóäåì ïðèïèñû-

âàòü êàæäîé ìàøèíå åå êîîðäèíàòû è âåêòîð ñêîðîñòè è ÷åðåç ìàëûå ïðîìåæóòêè âðåìåíè èçìåíÿòü
êîîðäèíàòû âñåõ ìàøèí â ñîîòâåòñòâèè ñ èõ ñêîðîñòÿìè, à òàêæå èçìåíÿòü ñêîðîñòè ìàøèí â ðå-
çóëüòàòå èõ âçàèìîäåéñòâèÿ. Â ðåçóëüòàòå íåêîòîðûõ âçàèìîäåéñòâèé íåêîòîðûå ìàøèíû ñîéäóò ñ
äèñòàíöèè ñîãëàñíî ïðàâèëàì ãîíêè.

Òàêîå ðåøåíèå äëÿ äàííîé çàäà÷è â ÷èñòîì âèäå íåïðèìåíèìî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè øàã ïî âðå-
ìåíè áóäåò ñëèøêîì áîëüøèì, òî ìû ìîæåì ¾íå çàìåòèòü¿ íåêîòîðûå ñòîëêíîâåíèÿ èëè íàîáîðîò,
ïðèíÿòü áëèçêî ïðîõîäÿùèå ìàøèíû çà ñòàëêèâàþùèåñÿ. Åñëè æå îí áóäåò ìåíüøå, òî âðåìÿ ðàáîòû
ðåøåíèÿ áóäåò ÷åðåñ÷óð áîëüøèì.

Çàìåòèì, ÷òî ñêîðîñòü ìàøèíû, à òàêæå ïðèñóòñòâèå åå â ãîíêå, ìîæåò èçìåíÿòüñÿ òîëüêî â
ðåçóëüòàòå îäíîãî èç ñëåäóþùèõ ñîáûòèé:

• ìàøèíà âðåçàëàñü â áîðò òðàññû.

• äâå èëè áîëåå ìàøèí ñòîëêíóëèñü â îäíîé òî÷êå äâèæåíèÿ.
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Ýòî íàâîäèò íà ìûñëü î òîì, ÷òî ìîæíî ìîäåëèðîâàòü èçìåíåíèÿ ñèñòåìû íå ÷åðåç ôèêñèðîâàí-
íûå ïðîìåæóòêè âðåìåíè, à îò îäíîãî ñîáûòèÿ ê äðóãîìó, â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ âðåìåíè ñîáûòèÿ.
Ðàçîâüåì ýòó ìûñëü â àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è.

Êàæäîå èç âîçìîæíûõ ñîáûòèé áóäåò ñ÷èòàòüñÿ íåçàâèñèìûì, òî åñòü, åñëè íåêîòîðûå ìàøèíû
ó÷àñòâóþò â ñîáûòèè, òî îñòàëüíûå ìàøèíû íå ðàññìàòðèâàþòñÿ. Ýòî óïðîùàåò ïðîöåññ íàõîæäåíèÿ
âîçìîæíûõ ñîáûòèé, íî íåêîòîðûå èç íèõ íå áóäóò îñóùåñòâëåíû â ðåàëüíîñòè.

Òàê êàê äëÿ êàæäîé ìàøèíû çàäàíû íà÷àëüíûå êîîðäèíàòû (xi, yi) è âåêòîð ñêîðîñòè (vxi, vyi),
òî â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè ìîæíî îïðåäåëèòü ïîëîæåíèå ìàøèíû íà ïëîñêîñòè êàê ôóíêöèþ îò
âðåìåíè:

x = xi + vxi · t
y = yi + vyi · t

Ñòðîãî ãîâîðÿ, â îáùåì ñëó÷àå ýòè óðàâíåíèÿ îïèñûâàþò äâèæåíèå ìàøèíû òîëüêî íà ÷àñòè âðå-
ìåííîãî èíòåðâàëà, â îñòàëüíûå ìîìåíòû âðåìåíè ìàøèíà ïîêîèòñÿ ïîñëå ó÷àñòèÿ â ñòîëêíîâåíèè.
Íî äëÿ óïðîùåíèÿ ðàñ÷åòîâ ìû ïðåíåáðåãàåì ýòèì, ñ÷èòàÿ ïðè íàõîæäåíèè âðåìåíè íåêîòîðîãî
ñîáûòèÿ, ÷òî èíûå ñîáûòèÿ íå ïðîèñõîäèëè.

Ñ ïîìîùüþ ôîðìóë ëåãêî íàéòè âðåìÿ ñîáûòèé ¾ìàøèíà âðåçàëàñü â áîðò òðàññû¿ èç ñëåäóþùèõ
óðàâíåíèé:

0 = yi + vyi · Td

W = yi + vyi · Tu

Â ýòèõ óðàâíåíèÿõ Td � âðåìÿ ñòîëêíîâåíèÿ ñ íèæíèì áîðòîì (ïðÿìîé Y = 0), Tu � âðåìÿ
ñòîëêíîâåíèÿ ñ âåðõíèì áîðòîì (ïðÿìîé Y = W ).

Âûøåïðèâåäåííûå óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè. Òàêèå óðàâíåíèÿ ìîãóò èìåòü îäíî ðåøåíèå,
íè îäíîãî ðåøåíèÿ èëè áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé.

Çàìåòèì, ÷òî èç óñëîâèÿ çàäà÷è íè îäíî èç óðàâíåíèé íå ñìîæåò èìåòü áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà
ðåøåíèé. Äåéñòâèòåëüíî, ýòî âîçìîæíî òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàøèíà èçíà÷àëüíî íàõîäèëàñü ëèáî íà
áîðòó òðàññû, ëèáî íà ëèíèè ôèíèøà.

Íåêîòîðûå èç ýòèõ óðàâíåíèé ìîãóò íå èìåòü ðåøåíèÿ, òîãäà ñîîòâåòñòâóþùåå ñîáûòèå íèêîãäà
íå ñîñòîèòñÿ.

Åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ìîæåò áûòü ëèáî ïîëîæèòåëüíûì, ëèáî îòðèöàòåëüíûì (èç
óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî íóëþ îíî ðàâíÿòüñÿ íå ìîæåò). Â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîãî ðåøåíèÿ
ñîáûòèå âïîëíå ìîæåò ñîñòîÿòüñÿ, òîãäà ìû ââîäèì åãî â ðàññìîòðåíèå. Ïðè îòðèöàòåëüíîì æå
ðåøåíèè ñîáûòèå ñîñòîÿòüñÿ íå ìîæåò, òàê êàê åìó ñîîòâåòñòâóåò îòðèöàòåëüíîå âðåìÿ ñîáûòèÿ.

Äëÿ ðåãèñòðàöèè ñòîëêíîâåíèé íåîáõîäèìî ðåøèòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé äëÿ êàæäîé
ïàðû ìàøèí: {

xi + vxi · Tij = xj + vxj · Tij

yi + vyi · Tij = yj + vyj · Tij

Åñëè ñèñòåìà èìååò ðåøåíèå (îíî áóäåò åäèíñòâåííûì, òàê êàê ïî óñëîâèþ çàäà÷è ìàøèíû â
íà÷àëå ñîðåâíîâàíèé íå ñîâïàäàþò), òî ñîîòâåòñòâóþùèå ìàøèíû ìîãóò ñòîëêíóòüñÿ. Ââåäåì âñå
òàêèå ñîáûòèÿ â ðàññìîòðåíèå.

Áóäåì õðàíèòü ñîáûòèÿ êàê çàïèñè, â êîòîðûõ õðàíÿòñÿ âðåìÿ è òèï ñîáûòèÿ, à òàêæå ó÷àñòâó-
þùèå â ñîáûòèè ìàøèíû (îäíà èëè äâå).
type Event = record

time : extended ;
border : boolean ;
car1 , car2 : integer ;

end ;
Â îïèñàííîé âûøå çàïèñè border = true, åñëè ñîáûòèå ÿâëÿåòñÿ ñòîëêíîâåíèåì ñ áîðòîì, è

false â ñëó÷àå ñòîëêíîâåíèÿ äâóõ ìàøèí.
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Ñ êàæäîé ìàøèíîé áóäåì àññîöèèðîâàòü âðåìÿ, â êîòîðîå îíà áûëà óíè÷òîæåíà. Áóäåì õðàíèòü
ýòè âåëè÷èíû â ìàññèâå destroyTime çíà÷åíèé âåùåñòâåííîãî òèïà. Åñëè ìàøèíà íå áûëà óíè÷òî-
æåíà, òî áóäåì õðàíèòü â ñîîòâåòñòâóþùåì ýëåìåíòå ìàññèâà çíà÷åíèå ¾ïëþñ áåñêîíå÷íîñòü¿.

Îòñîðòèðóåì âñå ñîáûòèÿ ïî âðåìåíè. Äàëåå áóäåì áðàòü ñîáûòèÿ ïî îäíîìó, â ïîðÿäêå âîç-
ðàñòàíèÿ âðåìåíè, è îáíîâëÿòü âðåìÿ óíè÷òîæåíèÿ ìàøèí, ó÷àñòâóþùèõ â ñîáûòèè. Åñëè ñîáûòèå
ÿâëÿåòñÿ ñòîëêíîâåíèåì ñ áîðòîì, òî âðåìÿ óíè÷òîæåíèÿ ìàøèíû äåëàåòñÿ ðàâíûì ìèíèìóìó èç
òåêóùåãî âðåìåíè åå óíè÷òîæåíèÿ è âðåìåíè ñîáûòèÿ. Èíà÷å, åñëè âðåìÿ óíè÷òîæåíèÿ îáåèõ ìàøèí
íå ïðåâûøàåò âðåìåíè ñîáûòèÿ, òî óíè÷òîæàåì îáå ìàøèíû:
i f event . border then begin

destroyTime [ car1 ] : = min ( destroyTime [ car1 ] , event . time ) ;
end else begin

i f not l e s s ( destroyTime [ car1 ] , event . time )
and not l e s s ( destroyTime [ car2 ] , event . time ) then begin
destroyTime [ car1 ] : = event . time ;
destroyTime [ car2 ] : = event . time ;

end ;
end ;

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïðè ñðàâíåíèè âåëè÷èí âåùåñòâåííîãî òèïà êàòåãîðè÷åñêè íå ðåêî-
ìåíäóåòñÿ óïîòðåáëÿòü îáû÷íûå îïåðàöèè ñðàâíåíèÿ òèïà <, ≤, >, ≥, =, <>, òàê êàê àðèôìåòè÷å-
ñêè îäèíàêîâûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ðàçëè÷íûìè ïóòÿìè, ìîãóò ðàçëè÷àòüñÿ â ïðåäñòàâëåíèè
â ïàìÿòè êîìïüþòåðà.

Íàïðèìåð, óïîìÿíóòàÿ â ïðîãðàììå ôóíêöèÿ less, ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà òàê:
const EPS = 1e−9;

function l e s s ( a , b : extended ) : boolean ;
begin

r e s u l t := a + EPS < b ;
end ;

ãäå EPS � òî÷íîñòü ñðàâíåíèÿ.
Ïîñëå òîãî, êàê ìû ïåðåáðàëè âñå ñîáûòèÿ, êàæäîé ìàøèíå áóäåò àññîöèèðîâàíî âðåìÿ, ðàâíîå

âðåìåíè åå óíè÷òîæåíèÿ.
Ïåðåáåðåì âñå ìàøèíû è ïðîâåðèì, ïåðåñåêëà ëè îíà ëèíèþ ôèíèøà ïðÿìóþ. Ýòî ìîæíî ñäå-

ëàòü, ïîäñòàâèâ âðåìÿ åå óíè÷òîæåíèÿ â ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîîðäèíàò. Åñëè ìàøèíà ïðè
ýòîì íàõîäèòñÿ ñòðîãî ñïðàâà îò ôèíèøíîé ïðÿìîé, òî îíà ïåðåñåêëà ëèíèþ ôèíèøà.

Ñðåäè âñåõ ìàøèí, ïåðåñåêàâøèõ ëèíèþ ôèíèøà, âûáåðåì âñå òå, êîòîðûå ñäåëàëè ýòî ðàíüøå
âñåõ, è âûâåäåì èõ â îòâåò. Âðåìÿ ôèíèøà ìîæíî îïðåäåëèòü èç óðàâíåíèÿ:

L = xi + vxi · Tf

Çàìåòèì, ÷òî ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ñîáûòèé ïðîïîðöèîíàëüíî êâàäðàòó ÷èñëà ìàøèí, òî
åñòü, îêîëî ìèëëèîíà äëÿ äàííûõ â çàäà÷å îãðàíè÷åíèé N ≤ 1000. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ñîðòèðîâêè
ñîáûòèé ïî âðåìåíè íåëüçÿ áûëî èñïîëüçîâàòü àëãîðèòìû ñîðòèðîâêè, ðàáîòàþùèå çà êâàäðàòè÷íîå
âðåìÿ, èíà÷å âðåìÿ ðàáîòû ðåøåíèÿ ñîñòàâëÿëî áû O(N4).

Çàäà÷à C. Ñêèäêà
Çàìåòèì, âî-ïåðâûõ, ÷òî åñëè ÷èñëî òîâàðîâ n ìåíüøå m, òî ñêèäêîé âîñïîëüçîâàòüñÿ íå óäàñòñÿ.

Â ýòîì ñëó÷àå îòâåòîì áóäåò ÿâëÿòüñÿ ñóììàðíàÿ ñòîèìîñòü âñåõ òîâàðîâ (îáîçíà÷èì åå S).
Èíà÷å ïåðåáåðåì âñå âîçìîæíûå òðîéêè ðàçëè÷íûõ òîâàðîâ. Äëÿ êàæäîé òàêîé òðîéêè ðàññìîò-

ðèì åå ñóììàðíóþ ñòîèìîñòü C, è åñëè îíà íå ïðåâîñõîäèò c, òî ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñêèäêîé.
Ñòîèìîñòü ïîêóïêè â ýòîì ñëó÷àå áóäåò ðàâíà S −C/2. Áóäåì çàïîìèíàòü â îòäåëüíîé ïåðåìåííîé
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íàèìåíüøåå äîñòèãíóòîå çíà÷åíèå ñòîèìîñòè ïîêóïêè. Ïî îêîí÷àíèè ïåðåáîðà â ýòîé ïåðåìåííîé è
áóäåò õðàíèòñÿ îòâåò íà çàäà÷ó.

Âñå ÷èñëà, ñ êîòîðûìè ïðèõîäèòñÿ îïåðèðîâàòü â çàäà÷å, ïîëóöåëûå. Äåéñòâèòåëüíî, ñóììà ñòî-
èìîñòåé òîâàðîâ � öåëîå ÷èñëî, à ñêèäêà âñåãäà ïîëóöåëàÿ. Òî åñòü, ìîæíî ðåøàòü çàäà÷ó â öåëûõ
÷èñëàõ, õðàíÿ â ïåðåìåííûõ íå ñàìè ñòîèìîñòè, à èõ óäâîåííûå çíà÷åíèÿ, è ê âåùåñòâåííûì ÷èñëàì
ïðèáåãàòü òîëüêî ïðè âûâîäå îòâåòà.

Çàìåòèì, ÷òî ñóììàðíàÿ ñòîèìîñòü òîâàðîâ S ìîæåò áûòü ïîðÿäêà 1010, òî åñòü, íåîáõîäèìî
ïîëüçîâàòüñÿ ëèáî 64-áèòíûìè öåëî÷èñëåííûìè òèïàìè (int64 â Delphi, long long â C/C++, long
â Java), ëèáî âåùåñòâåííûìè ÷èñëàìè íå ìåíåå ÷åì äâîéíîé òî÷íîñòè (extended â Delphi, double â
C, C++ è Java).

Çàäà÷à D. Ñóììà äåëèòåëåé
Íàéäåì ðàçëîæåíèå ÷èñëà x íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè:

x = pd1
1 · pd2

2 · . . . · pdk
k

ãäå p1 . . . pk � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà, d1 . . . dk � íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà.
Ïóñòü ìû íàøëè ñóììó âñåõ äåëèòåëåé, ïðîñòûìè äåëèòåëÿìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà

p1 . . . pn−1, è îíà ðàâíà Sn−1. Òîãäà âñå äåëèòåëè ÷èñëà x, èìåþùèå ïðîñòûå äåëèòåëè p1 . . . pn,
áóäóò èìåòü âèä

Dn = Dn−1 · pa
n

ãäå Dn−1 � íåêîòîðûé äåëèòåëü ÷èñëà x, èìåþùèé ïðîñòûå äåëèòåëè p1 . . . pn−1, 0 ≤ a ≤ dn.
Òîãäà ñóììà Sn âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

Sn = Sn−1 · (1 + pn + p2
n + . . . + pdn

n ) = Sn−1 · (p
dn+1
n − 1
pn − 1

)

Ñîãëàñíî ýòîé ñõåìå âû÷èñëåíèé, íåòðóäíî ïîäñ÷èòàòü è ñóììó âñåõ äåëèòåëåé.
Î âû÷èñëåíèè è ñâîéñòâàõ ñóìì ñòåïåíåé äåëèòåëåé ÷èñëà ìîæíî ïðî÷èòàòü (ê ñîæàëåíèþ,

òîëüêî íà àíãëèéñêîì ÿçûêå) â [4].

Çàäà÷à E. Ïîòîê â ñåòè
Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è äîñòàòî÷íî ïðîñòî ïðîâåðèòü, âûïîëíÿþòñÿ ëè óêàçàííûå â óñëîâèè

çàäà÷è ñâîéñòâà ïîòîêà â ñåòè äëÿ äàííîé ñåòè è ôóíêöèè f .
Âûïîëíåíèå ñâîéñòâà ïîä÷èíåííîñòè ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè ìîæíî ïðîâåðèòü äëÿ êàæäîé ïà-

ðû âåðøèí, íàïðèìåð, ñëåäóþùèì îáðàçîì:
for i := 1 to N do begin

for j := 1 to N do begin
i f not ( f [ i ] [ j ] <= c [ i ] [ j ] ) then begin

c o r r e c t := fa l se ;
end ;

end ;
end ;

Äëÿ ïðîâåðêè àíòèñèììåòðè÷íîñòè ìîæíî îðãàíèçîâàòü òàêîé öèêë:
for i := 1 to N do begin

for j := 1 to N do begin
i f not ( f [ i ] [ j ] = − f [ j ] [ i ] ) then begin

c o r r e c t := fa l se ;
end ;

end ;
end ;
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Äëÿ ïðîâåðêè ñâîéñòâà ñîõðàíåíèÿ ïîòîêà äëÿ âåðøèíû v íóæíî ñëîæèòü ïî âñåì âåðøèíàì u
çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ïîòîêà f [v][u] è ïðîâåðèòü, ðàâåí ëè ðåçóëüòàò íóëþ. Ðàçóìååòñÿ, ýòî íåîáõîäèìî
äåëàòü äëÿ âñåõ âåðøèí, êðîìå èñòîêà (åãî íîìåð ðàâåí 1) è ñòîêà (åãî íîìåð ðàâåí N).
for i := 2 to N − 1 do begin

sum := 0 ;
for j := 1 to N do begin

sum := sum + f [ i ] [ j ] ;
end ;
i f sum <> 0 then begin

c o r r e c t := fa l se ;
end ;

end ;
Âî âñåõ âûøåïåðå÷èñëåííûõ ïðèìåðàõ êîäà f� äâóìåðíûé ìàññèâ, õðàíÿùèé çíà÷åíèÿ ôóíêöèè

f , c � äâóìåðíûé ìàññèâ, ñîäåðæàùèé çíà÷åíèÿ ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè. correct � ïåðåìåííàÿ
ëîãè÷åñêîãî òèïà, âíà÷àëå õðàíÿùàÿ çíà÷åíèå true è îïðåäåëÿþùàÿ, ÿâëÿåòñÿ ëè ôóíêöèÿ f ïîòî-
êîì.

Ïðî ñåòè, ïîòîêè è ñâÿçàííûå ñ íèìè çàäà÷è ìîæíî ïðî÷èòàòü â [1].

Çàäà÷à F. Ñðàâíåíèå äðîáåé
Ïðèâåäåì äâå äàííûå îáûêíîâåííûå äðîáè ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ:

a1

b1
=

a1 · b2

b1 · b2

a2

b2
=

a2 · b1

b1 · b2

Ïðè ñðàâíåíèè äðîáåé ñ îäèíàêîâûì çíàìåíàòåëåì äîñòàòî÷íî ñðàâíèâàòü èõ ÷èñëèòåëè. Íàïðè-
ìåð, óñëîâèå

a1

b1
<

a2

b2

ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ
a1 · b2 < a2 · b1

Ðåàëèçóþùàÿ ýòó ëîãèêó ïðîãðàììà ìîæåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
var

a1 , b1 , a2 , b2 : integer ;
begin

reset ( input , ' f r a c t i o n . in ' ) ;
rewrite ( output , ' f r a c t i o n . out ' ) ;
readln ( a1 , b1 ) ;
readln ( a2 , b2 ) ;
i f a1 ∗ b2 < a2 ∗ b1 then begin

writeln ( ' Less ' ) ;
end else i f a1 ∗ b2 = a2 ∗ b1 then begin

writeln ( ' Equal ' ) ;
end else begin

writeln ( 'More ' ) ;
end ;

end .
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Çàäà÷à G. Òðè ïîðîñåíêà
Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ âõîäíûõ äàííûõ äëÿ ýòîé çàäà÷è, ÷òî ïðèâåäåò íàñ ê ëó÷øåìó

åå ïîíèìàíèþ.
Âî-ïåðâûõ, åñëè ÷èñëî N ïðîñòîå, ò.å. äåëèòñÿ òîëüêî íà ñåáÿ è åäèíèöó, òî ïîäîáðàòü òàêèå

A,B ≥ 2, ÷òî A · B = N , íåâîçìîæíî. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñëó÷àå ïðîñòîãî ÷èñëà âñåãäà âûèãðûâàåò
ïåðâûé ïîðîñåíîê. Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëà 2 è 3 ïðîñòûå.

Âî-âòîðûõ, åñëè N = 4, òî åäèíñòâåííûì âàðèàíòîì ïîäîáðàòü íóæíûå A è B áóäåò A = 2, B = 2.
Íî 2 + 2 = 4, ñëåäîâàòåëüíî, ïðè N = 4 íàñòóïàåò íè÷üÿ.

Â-òðåòüèõ, åñëè N > 4 è íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì, òî äëÿ ëþáûõ ïîäõîäÿùèõ A è B 4 < A+B < N .
Äîêàæåì ýòî.

Çàìåòèì, ÷òî B = N/A. Óñëîâèå
A +

N

A
> 4

ðàâíîñèëüíî
A2 − 4A + N > 0

Äèñêðèìèíàíò ýòîãî êâàäðàòíîãî îòíîñèòåëüíî A óðàâíåíèÿ îòðèöàòåëåí ïðè N > 4, ñëåäîâàòåëüíî,
ýòè óñëîâèÿ âñåãäà âûïîëíÿþòñÿ.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óñëîâèÿ A + B < N óïîìÿíåì, ÷òî A ≥ 2, à òàêæå ïîëîæèì A ≤ B, òî åñòü,
A2 ≤ N . Óñëîâèå

A +
N

A
< N

ðàâíîñèëüíî
A2 < N · (A− 1)

÷òî âåðíî ïðè A > 2 äëÿ ëþáûõ N , à ïðè A = 2 âåðíî äëÿ ëþáûõ N > 4.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè N > 4 èãðà âñåãäà áóäåò çàêàí÷èâàòüñÿ, òàê êàê íà êàæäîì õîäó N ñòðîãî

óìåíüøàåòñÿ è âñå ïîëó÷àþùèåñÿ ÷èñëà ñòðîãî ïðåâîñõîäÿò 4.
Äëÿ N ≤ 4 çàäà÷à óæå ðåøåíà. Ðåøèì åå äëÿ îñòàëüíûõ N .
Áóäåì õðàíèòü â ìàññèâå winner äëÿ êàæäîãî i íîìåð ïîðîñåíêà, êîòîðûé âûèãðûâàåò, åñëè

èãðà íà÷èíàåòñÿ ñ i. Îïðåäåëèì äëÿ íåêîòîðîãî k çíà÷åíèå â ìàññèâå winner. Åñëè k ïðîñòîå, òî
winner[k] = 1. Èíà÷å, áóäåì ïåðåáèðàòü âñå äåëèòåëè j ÷èñëà k òàêèå, ÷òî j2 <= k. Çàìåòèì, ÷òî
ìû âûïîëíÿåì ýòîò ïåðåáîð çà âòîðîãî ïîðîñåíêà.

Ïðåäïîëîæèì, âòîðîé ïîðîñåíîê âûáðàë íåêîòîðîå j èç äåëèòåëåé k. Çàìåòèì, ÷òî ïîñëå ñî-
âåðøåíèÿ ýòîãî õîäà ìû ñâåëè çàäà÷ó äëÿ ÷èñëà k ê çàäà÷å äëÿ ÷èñëà j + k/j, â êîòîðîé íîìåðà
ïîðîñÿò îêàçàëèñü ñäâèíóòûìè, òî åñòü, ïîðîñåíîê ñ íîìåðîì 2 ñòàë ïîðîñåíêîì ñ íîìåðîì 1, òðåòèé
ïîðîñåíîê ïîëó÷èë íîìåð 2, à ïåðâûé ïîðîñåíîê ñäåëàëñÿ òðåòüèì.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè winner[j + k / j] = 1, òî â çàäà÷å äëÿ ÷èñëà k âòîðîé ïîðîñåíîê âûèãðû-
âàåò, åñëè âûáèðàåò ÷èñëî j. Òàê êàê ëþáîé ïîðîñåíîê èãðàåò òàê, êàê åìó âûãîäíåå, òî åñëè ñðåäè
äåëèòåëåé ÷èñëà k íàéäåòñÿ j òàêîé ÷òî winner[j + k / j] = 1, òî winner[k] = 2. Åñëè æå òàêîãî
j íå íàéäåòñÿ, òî ïðè ëþáîì õîäå âòîðîãî ïîðîñåíêà îí íå âûèãðàåò. Ñëåäîâàòåëüíî, îí ìàêñèìè-
çèðóåò ñâîèì õîäîì âåëè÷èíó j + k/j. Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòî äîñòèãàåòñÿ ïðè ìèíèìàëüíîì
j.

Âûøåîïèñàííàÿ ëîãèêà ðåøåíèÿ ìîæåò áûòü îôîðìëåíà â âèäå ñëåäóþùåé ïðîöåäóðû (îíà
âêëþ÷àåò â ñåáÿ è ñëó÷àé ïðîñòîãî k):
procedure def ineWinner ( k : integer ) ;
var

j , minDiv : integer ;
begin

i f k = 4 then begin
{Îñîáûéñëó÷àé íè÷üÿ − .}
e x i t ;
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end ;
j := 2 ;
minDiv := 0 ;
while j ∗ j <= k do begin

i f k mod j = 0 then begin
i f minDiv = 0 then begin

minDiv := j ;
end ;
i f winner [ j + k div j ] = 1 then begin

{Âòîðîéïîðîñåíîê íàõîäèòâûèãðûøíûéõîä . }
winner [ k ] : = 2 ;
break ;

end ;
end ;
i n c ( j ) ;

end ;
i f winner [ k ] = 0 then begin

i f minDiv = 0 then begin
{×èñëî kïðîñòîå − . }
winner [ k ] : = 1 ;

end else begin
{Âûáèðàåììèíèìàëüíûé äåëèòåëü . }
winner [ k ] : = winner [ minDiv + k div minDiv ] + 1 ;
i f winner [ k ] > 3 then begin

winner [ k ] : = 1 ;
end ;

end ;
end ;

end ;
Äëÿ òàêîé ïðîöåäóðû íåîáõîäèìî, ÷òîáû íåîáõîäèìûå çíà÷åíèÿ ìàññèâà winner áûëè èçâåñòíû

äî ìîìåíòà âûçîâà ïðîöåäóðû. Íàèáîëåå ïðîñòûì ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ âûçîâ ýòîé ïðîöåäóðû îò âñåõ
íåîáõîäèìûõ àðãóìåíòîâ â ïîðÿäêå èõ âîçðàñòàíèÿ, íàïðèìåð:
for i := 5 to N do begin

def ineWinner ( i ) ;
end ;

Äàííàÿ ëîãèêà ðàáîòû ïðîãðàììû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðèìåð äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
¾ñâåðõó âíèç¿.

Íà ïðàêòèêå, îïèñàííûé ïîäõîä äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è ðàáîòàåò ÷åðåñ÷óð äîëãî äëÿ áîëü-
øèõ N . Äåéñòâèòåëüíî, ìû ïåðåáèðàåì âñå ÷èñëà îò 5 äî N , è äëÿ êàæäîãî ÷èñëà k ïåðåáèðàåì
âñå ÷èñëà îò 2 äî

√
k â êà÷åñòâå ïîòåíöèàëüíûõ äåëèòåëåé. Òàêàÿ ïðîãðàììà ðàáîòàåò çà âðåìÿ

O(N
√

N), ÷òî äëÿ N ≤ 106 ÿâëÿåòñÿ íåäîïóñòèìûì.
Åñëè ïðèìåíèòü íåñêîëüêî äðóãîé ïîäõîä, ïî ñóòè ÿâëÿþùèìñÿ äèíàìè÷åñêèì ïðîãðàììèðî-

âàíèåì ¾ñíèçó ââåðõ¿, òî ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì íåÿâíî ïåðåáèðàòü äëÿ êàæäîãî ÷èñëà ëèøü åãî
äåëèòåëè. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Äèðèõëå äëÿ ÷èñëà äåëèòåëåé ([3]), ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî òàêîå ðå-
øåíèå áóäåò ðàáîòàòü çà O(NlogN). Ðåàëèçàöèè òàêîãî ðåøåíèÿ ìîæíî äîâåñòè äî ïðèåìëåìîãî
âðåìåíè ðàáîòû, èñïîëüçóÿ ðàçëè÷íûå íåòðèâèàëüíûå ïðèåìû ïðîãðàììèðîâàíèÿ, è çäåñü ìû èõ
ïðèâîäèòü íå áóäåì.

Îäíàêî äëÿ äàííîé çàäà÷è ïåðâûé ïîäõîä ìîæíî çíà÷èòåëüíî óñêîðèòü, åñëè âû÷èñëÿòü ïî-
áåäèòåëÿ íå äëÿ êàæäîãî âîçìîæíîãî çíà÷åíèÿ k, à òîëüêî äëÿ íåîáõîäèìûõ. Äëÿ ýòîãî ìîæíî
èñïîëüçîâàòü ïðèâåäåííóþ âûøå ïðîöåäóðó ñ íåçíà÷èòåëüíûìè èçìåíåíèÿìè:
procedure def ineWinner ( k : integer ) ;
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var
j , minDiv : integer ;

begin
i f k = 4 then begin

{Îñîáûéñëó÷àé íè÷üÿ − .}
e x i t ;

end ;
j := 2 ;
minDiv := 0 ;
while j ∗ j <= k do begin

i f k mod j = 0 then begin
i f minDiv = 0 then begin

minDiv := j ;
end ;
{Âûçîâåìïðîöåäóðó÷òîáû , îïðåäåëèòüíåîáõîäèìîåçíà÷åíèå . }
def ineWinner ( j + k div j ) ;
i f winner [ j + k div j ] = 1 then begin

{Âòîðîéïîðîñåíîê íàõîäèòâûèãðûøíûéõîä . }
winner [ k ] : = 2 ;
break ;

end ;
end ;
i n c ( j ) ;

end ;
i f winner [ k ] = 0 then begin

i f minDiv = 0 then begin
{×èñëî kïðîñòîå − . }
winner [ k ] : = 1 ;

end else begin
{Âûáèðàåììèíèìàëüíûé äåëèòåëü . }
{Çäåñüâûçûâàòü ïðîöåäóðóäîïîëíèòåëüíîíåòíåîáõîäèìîñòè . }
winner [ k ] : = winner [ minDiv + k div minDiv ] + 1 ;
i f winner [ k ] > 3 then begin

winner [ k ] : = 1 ;
end ;

end ;
end ;

end ;
Òàêóþ ïðîöåäóðó äîñòàòî÷íî âûçâàòü îäèí ðàç, ÷òîáû ïîëó÷èòü îòâåò:

def ineWinner (N) ;
Ðåøåíèå, îñíîâàííîå íà ýòîé ïðîöåäóðå, óæå äîñòàòî÷íî áûñòðîå. Îäíàêî, ìîæíî çàìåòèòü,

÷òî â òå÷åíèå ðàáîòû ïðîãðàììû ñóùåñòâóåò âîçìîæíîñòü âûçâàòü ýòó ïðîöåäóðó ñ îäèíàêîâûì
àðãóìåíòîì áîëåå îäíîãî ðàçà. Ïðè ýòîì ïðîöåäóðà ñ÷èòàåò çíà÷åíèå çàíîâî, ÷òî íå òðåáóåòñÿ.
Ïîýòîìó ìîæíî âûõîäèòü èç ïðîöåäóðû äîñðî÷íî, åñëè çíà÷åíèå óæå íàéäåíî.
procedure def ineWinner ( k : integer ) ;
var

j , minDiv : integer ;
begin

i f ( k = 4) or ( winner [ k ] <> 0) then begin
{Íè÷üÿèëè óæåîïðåäåëåííîåçíà÷åíèå . }
e x i t ;
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end ;
j := 2 ;
minDiv := 0 ;
. . .

Äàííûé ïîäõîä ê ðåàëèçàöèè ðåøåíèÿ ÷àñòî íàçûâàþò ¾ëåíèâûì¿ äèíàìè÷åñêèì ïðîãðàììè-
ðîâàíèåì, òàê êàê çíà÷åíèÿ â ñîñòîÿíèÿõ, êîòîðûå íå íóæíû äëÿ âû÷èñëåíèÿ îòâåòà äëÿ çàäà÷è,
íèêîãäà íå âû÷èñëÿþòñÿ.

Çàäà÷à H. Ëàäüÿ â ëàáèðèíòå
Äàííàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê íàõîæäåíèþ äëèíû êðàò÷àéøåãî ïóòè â íåâçâåøåííîì

íåîðèåíòèðîâàííîì ãðàôå. Òàêîé òèï çàäà÷ ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîèñêà â øèðèíó. Îá ýòîì àëãî-
ðèòìå è åãî ïðèìåíåíèÿõ ìîæíî ïðî÷èòàòü â [1].

Îäíàêî ñîçäàíèå è õðàíåíèå ýòîãî ãðàôà â ÿâíîì âèäå äëÿ äàííîé çàäà÷è íåïðèìåíèìî, òàê êàê
ïðè äàííûõ îãðàíè÷åíèÿõ â íåì áóäåò äî 250000 âåðøèí è äî 2 · 500 · C2

500 ðåáåð (íà ïóñòîé äîñêå).
Â èçëàãàåìîì íèæå ðåøåíèè ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ýòîò ãðàô íåÿâíûì îáðàçîì.

Áóäåì çàïîëíÿòü ïóñòûå êëåòêè äîñêè öåëûìè íåîòðèöàòåëüíûìè ÷èñëàìè. Åñëè â íåêîòîðîé
êëåòêå ñòîèò ÷èñëî k, ýòî áóäåò îáîçíà÷àòü, ÷òî äî ýòîé êëåòêè ëàäüÿ ìîæåò äîéòè ìèíèìóì çà k
õîäîâ. Â ïðîöåññå ðàáîòû àëãîðèòìà ýòè âåëè÷èíû áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ, ïîýòîìó çàïîëíèì èçíà÷àëü-
íî âñå ïóñòûå êëåòêè äîñêè íåêîòîðûì î÷åíü áîëüøèì ÷èñëîì (íàçîâåì åãî INF), ïðåâîñõîäÿùèì
âîçìîæíîå ÷èñëî õîäîâ. Ýòî ÷èñëî áóäåò âûïîëíÿòü ðîëü ñâîåîáðàçíîé ¾áåñêîíå÷íîñòè¿.

×èñëî õîäîâ çàâåäîìî íå ïðåâûøàåò ïëîùàäü äîñêè � èíà÷å áû ëàäüÿ ïîáûâàëà íà îäíîé êëåòêå
äâàæäû, è ñîîòâåòñòâóþùèé ìàðøðóò áûë áû íåîïòèìàëåí. Ñëåäîâàòåëüíî, ñäåëàåì INF >= n ·m,
íàïðèìåð INF = 500000.

Çàíÿòûå ïåøêàìè êëåòêè äîñêè ïîìåòèì êàêèì-íèáóäü äðóãèì ÷èñëîì, íàïðèìåð, −1.
Îðãàíèçóåì ñòðóêòóðó äàííûõ ¾î÷åðåäü¿, â êîòîðîé áóäåì õðàíèòü ïàðû ÷èñåë � êîîðäèíàòû

ïîëåé íà äîñêå. Çàïèøåì â êëåòêó, íà êîòîðîé èçíà÷àëüíî ñòîèò ëàäüÿ, ÷èñëî 0, à êîîðäèíàòû ýòîé
êëåòêè ïîëîæèì â î÷åðåäü.

Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Åñëè î÷åðåäü ïóñòà, òî àëãîðèòì ïðåêðà-
ùàåò ðàáîòó. Èíà÷å, âûíåì êîîðäèíàòû î÷åðåäíîé êëåòêè èç î÷åðåäè. Ïóñòü çíà÷åíèå, çàïèñàííîå
â ýòîé êëåòêå, ðàâíî k. Áóäåì äâèãàòüñÿ â íàïðàâëåíèè âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ ëàäüè (ââåðõ, âíèç,
âëåâî è âïðàâî), ïîêà çíà÷åíèÿ, çàïèñàííûå â ïîñåùàåìûõ êëåòêàõ, ðàâíû INF. Ïî ìåðå äâèæåíèÿ
çàïîëíÿåì ïîñåùåííûå êëåòêè çíà÷åíèåì k + 1 è êëàäåì èõ êîîðäèíàòû â î÷åðåäü.

Ðàññìîòðèì ÷èñëà, çàïèñàííûå â êëåòêàõ, êîîðäèíàòû êîòîðûõ â äàííûé ìîìåíò õðàíÿòñÿ â
î÷åðåäè. Çàìåòèì, ÷òî âñå îíè îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà íå áîëåå ÷åì íà åäèíèöó è íå óáûâàþò â
ñîîòâåòñòâèè ñ ïîðÿäêîì âûíèìàíèÿ êëåòîê èç î÷åðåäè. Ýòî óòâåðæäåíèå ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ ïî
èíäóêöèè.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè òàêîì äâèæåíèè ìû ìîæåì îñòàíîâèòüñÿ â òðåõ ñëó÷àÿõ:

• Ìû âûøëè çà êðàé äîñêè.

• Ìû ïåðåøëè íà çàíÿòóþ êëåòêó.

• Ìû ïåðåøëè íà ðàíåå ïîñåùåííóþ êëåòêó, â êîòîðîé çàïèñàíî ÷èñëî k èëè k + 1.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ìû ïåðåõîäèì íà êëåòêó, â êîòîðîé çàïèñàíî áîëüøåå, ÷åì k + 1, ÷èñëî (íî
íå áåñêîíå÷íîñòü), òî ìû âûòàùèëè èç î÷åðåäè êëåòêó, â êîòîðîé çàïèñàíî ÷èñëî, áîëüøåå ÷åì k,
ðàíüøå ÷åì òåêóùóþ êëåòêó, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñâîéñòâó, îòìå÷åííîìó ðàíåå. Åñëè æå ýòî ÷èñëî
ìåíüøå k, òî êëåòêà, èç êîòîðîé ìû äâèæåìñÿ íà òåêóùåì õîäó, áûëà áû óæå ðàíåå çàïîëíåíà.

Çàìåòèì, ÷òî ñ ïîìîùüþ äàííîãî àëãîðèòìà ïóñòûå êëåòêè, äîñòèæèìûå èç íà÷àëüíîé, çàïîë-
íÿþòñÿ êîððåêòíî, òî åñòü, ÷èñëî óêàçûâàåò ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå â õîäàõ ëàäüè äî íà÷àëüíîé
òî÷êè. Íåäîñòèæèìûå æå èç íà÷àëüíîé êëåòêè îñòàþòñÿ çàïîëíåííûìè çíà÷åíèåì INF.

Ñ ó÷åòîì ñêàçàííîãî, îòâåò ðàâåí ÷èñëó, õðàíÿùåìóñÿ â êîíå÷íîé êëåòêå, åñëè îíî íå ðàâíî INF,
è −1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
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Âðåìÿ ðàáîòû ìîæíî îöåíèòü êàê O(m·n), ò.å. ïðîïîðöèîíàëüíî ïëîùàäè äîñêè. Äåéñòâèòåëüíî,
êàæäàÿ ñâîáîäíàÿ êëåòêà ïîïàäàåò â î÷åðåäü íå áîëåå îäíîãî ðàçà, è ëþáûå äðóãèå äåéñòâèÿ ñ
êëåòêàìè òàêæå âîâëåêàþò êàæäóþ èç íèõ íå áîëåå ÷åì êîíñòàíòíîå ÷èñëî ðàç.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÷èñëî õîäîâ ëàäüè ðàâíî ÷èñëó ïîâîðîòîâ â ïóòè ïëþñ 1. Ïîýòîìó äàííàÿ
çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåé: íàéòè ïóòü èç íà÷àëüíîé âåðøèíû â êîíå÷íóþ ñ ìèíèìàëüíûì
÷èñëîì ïîâîðîòîâ.

Åñëè ðàññìîòðåòü ãðàô, â êîòîðîì âåðøèíàìè ñëóæàò ïàðû ¾ïîëå äîñêè, íàïðàâëåíèå äâèæå-
íèÿ¿, à ðåáðà áûâàþò äâóõ òèïîâ: ðåáðà âåñà 0, âåäóùèå â ñîñåäíþþ âåðøèíó ïî íàïðàâëåíèþ äâèæå-
íèÿ, è ðåáðà âåñà 1, èçìåíÿþùèå íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ, òî çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó êðàò÷àéøåãî
ïóòè â ãðàôå ñ ðåáðàìè, èìåþùèìè âåñà 0 è 1. Ýòîò ïóòü ìîæíî íàéòè ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà, íà-
ïîìèíàþùåãî ïîèñê â øèðèíó. Îòëè÷èå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âìåñòî î÷åðåäè â ýòîì àëãîðèòìå
èñïîëüçóåòñÿ äåê, è ïðè ïåðåõîäå ïî ðåáðó ñ íóëåâûì âåñîì ìû êëàäåì íîâóþ âåðøèíó â íà÷àëî
äåêà, à ïðè ïåðåõîäå ïî ðåáðó ñ åäèíè÷íûì âåñîì � â êîíåö. Äîêàçàòåëüñòâî êîððåêòíîñòè ýòîãî
àëãîðèòìà ìû îñòàâèì â êà÷åñòâå íåáîëüøîãî äîìàøíåãî çàäàíèÿ, îòìåòèâ, ÷òî ïðè åãî àíàëèçå
ïîëåçíî âñïîìíèòü àëãîðèòì Äåéêñòðû, î êîòîðîì ìîæíî ïðî÷èòàòü â [1].
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