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1 Ñóììà Ìèíêîâñêîãî

1.1 Îïðåäåëåíèå

Ñóììîé Ìèíêîâñêîãî äâóõ ìíîæåñòâ A è B íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî C = {a+ b : a ∈ A, b ∈ B}.

a

b

a+ b

(a) Ñóììà Ìèíêîâñêîãî äâóõ îòðåçêîâ

a

b

a+ b

(b) Ñóììà äâóõ äâóõ âûïóêëûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ

Ðèñ. 1: Ïðèìåðû ñóììû Ìèíêîâñêîãî

1.2 Íàõîæäåíèå

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ñóììîé Ìèíêîâñêîãî äâóõ âûïóêëûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûé

ìíîãîóãîëüíèê. Ïðè÷åì, êîëè÷åñòâî ñòîðîí â ñóììå ðàâíî ñóììå êîëè÷åñòâ ñòîðîí ó èñõîäíûõ ìíî-

ãîóãîëüíèêîâ. È åñëè îðèåíòèðîâàòü ñòîðîíû âñåõ ìíîãîóãîëüíèê â íàïðàâëåíèè îáõîäà ïðîòèâ

(èëè ïî) ÷àñîâîé ñòðåëêå, òî ìíîæåñòâî âåêòîðîâ, ïîëó÷èâøèõñÿ èç ñòîðîí C, ñîâïàäåò ñ îáúåäè-

íåíèåì ìíîæåñòâ âåêòîðîâ, ïîëó÷èâøèõñÿ èç ñòîðîí A è B. Íà ñàìîì äåëå, âñÿ ïðåäûäóùèå äâà

ïðåäëîæåíèå íå ñîâñåì âåðíû. Èñêëþ÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà â ìíîæåñòâå âåêòîðîâ ñòîðîí

A è B åñòü êîëèíåàðíûå âåêòîðà. Â òàêîì ñëó÷àå, â ìíîæåñòâå ñòîðîí C áóäåò íàõîäèòüñÿ ñóììà

ýòèõ äâóõ êîëèíåàðíûõ âåêòîðîâ. Ìîæíî íå ðàññìàòðèâàòü ýòîò ñëó÷àé, êàê èñêëþ÷åíèå. Â òàêîì

ñëó÷àå, C ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ íå ñòðîãî âûïóêëûì, ò.å. èìåòü íåñêîëüêî ïîäðÿäèäóùèõ âåðøèí íà

îäíîé ïðÿìîé.
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(a) Ñóììà äâóõ âûïóêëûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ
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c0

(b) Ïðèìåð ñ êîëèíåàðíûìè âåêòîðàìè

Ðèñ. 2: Íàõîæäåíèå ñóììû Ìèíêîâñêîãî

Îòñþäà ñëåäóåò àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ñóììû äâóõ âûïóêëûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ. Íàéäåì â êàæ-

äîì ìíîãîóãîëüíèêå âåðøèíó, êðàéíþþ â âûáðàíîì íàïðàâëåíèè v. Íàïðàâëåíèå v íóæíî âûáðàòü
òàêèì, ÷òîáû â êàæäîì ìíîãîóãîëüíèêå êðàéíåé îêàçàëàñü îäíà òî÷êà, à íå ñòîðîíà. Íàïðèìåð

ìîæíî âûáðàòü â ìíîãîóãîëüíèêàõ, ìèíèìàëüíûå â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå òî÷êè, òîãäà

v = (−∞,−1). Ïóñòü, â A ýòî áóäåò âåðøèíà a0, à â B � b0. Òîãäà c0 = a0 + b0 ÿâëÿåòñÿ êðàé-

íåé âåðøèíîé â C â íàïðàâëåíèè v. Òåïåðü ïîëîæèì âåêòîðà ñòîðîí ìíîãîóãîëüíèêîâ A è B â

ìàññèâ, è îòñîðòèðóåì ïî óãëó (êîíå÷íî æå, åñëè òî÷êè èìåþò öåëûå êîîðäèíàòû, êîìïàðàòîð äëÿ

ñîðòèðîâêè òîæå íóæíî ïèñàòü â öåëûõ ÷èñëàõ). È áóäåì îòêëàäûâàòü âåêòîðà â ïîðÿäêå ñîðòèðîâ-

êè, íà÷èíàÿ îò òî÷êè c0. Ïðè÷åì, åñëè ìû ðàññìàòðèâàåì îáõîä ìíîãîóãîëüíèêîâ ïðîòèâ ÷àñîâîé

ñòðåëêè, ìàññèâ îòñîðòèðîâàííûõ âåêòîðîâ íóæíî ðàçðåçàòü ïî íàïðàâëåíèþ, ñîîòâåòñòâóþùåìó v,
ïîâåðíóòîìó íà 90◦ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.

a0

b0

c0

Ðèñ. 3: Åñëè â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ âûáèðàòü òî÷êè ìèíèìàëüíûå ëåêñèêîãðàôè÷åñêè, òî âåðòèêàëü-

íûé âíèç âåêòîð äîëæåí èäòè ïîñëåäíèì â ïîðÿäêå ñîðòèðîâêè
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1.3 Ïðèìåíåíèå

Ñóììó Ìèíêîâñêîãî ìîæíî ïðèìåíÿòü äëÿ ïðîâåðêè ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ âûïóêëûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ,

à òàêæå äëÿ íàõîæäåíèÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äâóìÿ âûïóêëûìè ìíîãîóãîëüíèêàìè.

1.3.1 Ïåðåñå÷åíèå

Ïóñòü äàíû äâà âûïóêëûõ ìíîãîóãîëüíèêà A è B, òðåáóåòñÿ ïðîâåðèòü, ïåðåñåêàþòñÿ ëè îíè.

A ∩B 6= ∅ ⇐⇒ ∃p, p ∈ A, p ∈ B

Îáîçíà÷èì çà B′ ìíîãîóãîëüíèê B, îòðàæåííûé îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò, ò.å. êàæäóþ

êîîðäèíàòó êàæäîé òî÷êè äîìíîæèëè íà −1.

∃p, p ∈ A, p ∈ B ⇐⇒ ∃p, p ∈ A,−p ∈ B′ ⇐⇒ 0 ∈ A+B′

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïðîâåðêè ïåðåñå÷åíèÿ A è B, íóæíî ïðîâåðèòü, ëåæèò ëè íà÷àëî êîîðäèíàò
âíóòðè ñóììû Ìèíêîâñêîãî A è B′, ãäå B′ �B, îòðàæåííûé îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò.

1.3.2 Ðàññòîÿíèå

Îáîçíà÷èì dist(A,B) = min
a∈A,b∈B

|a− b|. Äàíû äâà âûïóêëûõ ìíîãîóãîëüíèêà A è B, òðåáóåòñÿ íàéòè

dist(A,B).
Êàê è â ïåðåñå÷åíèè, ââåäåì B′.

dist(A,B) = min
a∈A,b∈B

|a− b| = min
a∈A,b∈B′

|a+ b| = min
c∈A+B′

|c|

Çíà÷èò, ÷òîáû íàéòè ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ ìíîãîóãîëüíèêàìè, íóæíî íàéòè ðàññòîÿíèå îò

íà÷àëà êîîðäèíàò äî ñóììû Ìèíêîâñêîãî A è B′, ãäå B′ �B, îòðàæåííûé îòíîñèòåëüíî íà÷àëà

êîîðäèíàò. Ðàññòîÿíèå îò íà÷àëà êîîðäèíàò äî âûïóêëîãî ìíîãîóãîëüíèêà ðàâíî ìèíèìóìó èç ðàñ-

ñòîÿíèé îò íà÷àëà êîîðäèíàò äî åãî ñòîðîí, ëèáî 0, åñëè íà÷àëî êîîðäèíàò ëåæèò âíóòðè ìíîãî-

óãîëüíèêà.

2 Âûäåëåíèå ãðàíåé ïëàíàðíîãî ãðàôà

Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñòðóêòóðó ïîä íàçâàíèåì DCEL (doubly connected edge list). Âìåñòî êàæäîãî

ðåáðà, ñäåëàåì äâà ïîëó-ðåáðà, îðèåíòèðîâàííûõ â ðàçíûõ íàïðàâëåíèÿõ. Äâà ïîëó-ðåáðà, ñîîòâåò-

ñòâóþùèå îäíîìó è òîìó æå èñõîäíîìó ðåáðó, ÿâëÿþòñÿ twin-àìè äðóã äðóãà. Òàê æå, äëÿ êàæäîé

âåðøèíû îòñîðòèðóåì ïîëó-ðåáðà, èñõîäÿùèå èç íåå, ïî óãëó. Äëÿ ïîëó-ðåáðà e, êîòîðîå âûõîäèò
èç âåðøèíû v, îáîçíà÷èì çà next[e] èíäåêñ ñëåäóþùåãî ïîëó-ðåáðà â ïîðÿäêå ñîðòèðîâêè âîêðóã

âåðøèíû v. Àíàëîãè÷íî, çà prev[e] îáîçíà÷èì ïðåäûäóùåå ïîëó-ðåáðî â ïîðÿäêå ñîðòèðîâêè.

Ðèñ. 4: Èñõîäíûé ïëàíàðíûé ãðàô
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e
twin[e]

next[e]
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Ðèñ. 5: Ïîñòðîåíû ïîëó-ðåáðà, îïðåäåëåíû twin, prev è next

Âîçüìåì ïîëó-ðåáðî e. Âûäåëèì ãðàíü, ñîäåðæàùóþ e. ×òîáû ïåðåéòè ê ñëåäóþùåìó ïîëó-ðåáðó

ãðàíè, íóæíî âçÿòü prev[twin[e]]. Ïåðåõîäèì â ñëåäóþùåå ïîëóðåáðî, ïîêà íå âåðíåìñÿ â èñõîäíîå.

Ðèñ. 6: Âûäåëåííûå ãðàíè
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